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Folgen, Grenzwerte, Stetigkeit

1. Folgen

Unter einerf~olge versteht man in der Mathematik eine mit nattrlicEahlen durch-
nummerierte (also unendlich lange) Aufzahlung mathiesscher Objekte. Wir werden im
weiteren nuiFolgen reeller Zahlemetrachten, bei denen die Objekte also Elemenidtvaind.

Beispiel:
Nummer ("Index") N | 1 ‘ 2 | 3 | 4 ‘ 5 | 6 ‘ 7 ‘ 8 |
Folgengledan, | 1 | 4 | 9 | 16 | 25 | 36 | 49 | 64 |

Beachte: Ob der Folgenindex bei 0 oder 1 (oder @néderen natirlichen Zahl) beginnt, ist
grundsétzlich unerheblich.

Da eine Folge aus unendlich vielen Werten besighes nattrlich grundsatzlich unmdglich, sie
durch explizite Aufzahlung aller Elemente zu defien. Man muss also immer é@ndungs-
gesetZBerechnungsformel) fir das allgemeine Folgengliedngeben. Die Stelle "..." im
obigen Beispiel ist so zu verstehen, dass man deserlzutraut, das Bildungsgesetz aus den
angegebenen Werten selbst richtig zu erraten. (Vésraich nicht um eine absichtliche Falle
handelt, ist ja wohl die Folge der Quadratzahlangjat.) Eine korrekte Definition dieser Folge
ware

an = n?, neN*,

Folgen, bei denen die Berechnungsformekfiir  non ¥@lgenindexn abhangt, heil3eexplizit
definierte FolgenWeitere Beispiele sind etwa

a, = & oder a, = (-1)" odera, = (1+H)"  (jeweils fireN* ).

Dagegen spricht man veakursiv definierten Folgerwenn im Bildungsgesetz aul$eauch
noch Vorganger-Elemente auftreten (d. h. Folgedglienit kleineren Indizes), z. B.:

an+1:%an+ain, ar=1, neN*

oder die (vielleicht bekannte) Fibonacci-Folge:
An+2 = an+1 + @n, a1=1, a=1, neN"*.

Typisch fur rekursive Folgen ist die Notwendigkéifreichend viele "Startwerte" vorzugeben.
Aul3erdem sind solche Folgen i. a. wesentlich saig@aebehandelbar als explizite Folgen.

Grundlegende Definitionen:
Im folgenden sed, eine Folge miie N*

(1) an heildt monoton wachsefidauch: ‘'monoton steigeriyl
<= ap+1>a, furalleneN*

(2) an heil3t ‘monoton fallend
<= an+1 <a, furalleneN*

(3) an heildt hach oben beschrarikivenn es eine Schrankes R gibt mit
an<S furalleneN*
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(4) an heilt hach unten beschrartkivenn es eine Schrankes R gibt mit
an>S firallene N*
(5) an heil3t beschrankt wenn sie sowohl nach oben als auch nach unterhbénkt ist, d. h.
wenn es eine Schran&s R gibt mit
la,| < S firalleneN*

Beispiele: Man Uberlege sich die Monotonie- unddBesnktheits-Eigenschaften der Folgen

an = n?, an = % a, = (-1D)" .

. Grenzwerte von Folgen

Die Werte der Folgea, = % nahern sich offenbar mithgandenn immer starker der Null,

auch wenn sie diesen Wert nie erreichen. Man sagt

"an konvergiert gegen 0" oder  "der Grenzvdent Folgea, ist 0"
Ubliche Schreibweisen dafir sind

lim a, =0 oder lima, =0 oder a, — O

[Das Symbolim kommt von "Limes" (= Grenzwert) und wird auch ‘dlsnes" gesprochen,
engl.limit.]

Fur das konkrete Arbeiten mit Grenzwerten braucdu mattrlich eine prazise Definition des
Konvergenzbegriffs. Diese lautet wie folgt:

Die Folgea, konvergiert gegen den Wae R, wenn sicfedem: >0 eine natirliche Zahl
N finden lasst, so dass gilt
n>N = l|a,—al<e.

Anschaulich bedeutet das, dass man ein Intef@alk, a+¢) m den Grenzwert legt und
verlangt, dass von irgendeiner Stelleadie Folgenglieder innerhalb dieses Intervalls liegen.
Und das muss filseliebig kleine Werte vore funktionieren!

Das Gegenteil von Konvergenz Bivergenz Jede nicht konvergente Folge ist also divergent.
Ein wichtiger Sonderfall ist die sogenannib@stimmte Divergetigegen Unendlich:

Die Schreibweisdim an, = « (odeh — o« ) bedeutet, dass sickderj(beliebig grof3en
SchrankeM >0 ein Indei finden lasst, so dass fur alle FolgengliedermitN gilt: a, > M.

(Analog definiert mam, — —o .)

Beispiele:

(1) Fura, = n? gilt offenba@, — o .

(2) Fura, = % gilta, — 0. Falls man aber in dieser Folge zjd8les millionste Folgenglied
durch den Wert 1 ersetzt, geht die Konvergenz tseverloren! (Die "Ausreil3er” sind zwar
selten, treten aber immer wieder auf, was lautritédn nicht zulassig ist.)
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(3) Die Folgea, = (-1)" ist nicht konvergent, obwohl sie mwei verschiedene Werte
annimmt.
(4) Konstante Folgen, d. h. Folgen, die von irgeneleStelle an immer denselben Wert
annehmen, sind konvergent:
0,1,2,3,3,3,3,3,3, — 3
(5) Folgen, die nicht beschrankt sind, kdnnen nievkogent sein. (Das bedeutet aber noch
nicht, dass sie im obigen Sinne "bestimmt diverggegentw sind.)

Fur die praktische Uberpriifung einer Folge auf Kergenz oder Divergenz ist die angegebene
Definition oft nicht sehr gut geeignet. Zum eineass der (vermutliche) Grenzwert bereits
vorab bekannt sein, zum anderen kann die Rechmetr&etragen und Ungleichungen sehr
lastig werden. Wenn es irgend geht benutzt manrdegher allgemein&onvergenzkriterien

von denen wir nur eines anfuhren:

Aus Monotonie und Beschréanktheit folgt Konvergenz.

Genauer sind das zwei Kriterien:
- Einemonoton wachsendendnach oben beschrankkolge ist konvergent.
- Einemonoton fallendeindnach unten beschrankkmlge ist konvergent

Beispiel: Die Folga, = % ist offensichtlich nach untesschrankt, da alle Folgenglieded

sind. AulRerdem gilt
__2nmt 2" 2 _ 2
1= )l Tl (n+1) A (ne 1) S

die Folge ist also monoton fallend und damit kogeet.

Wir kennen bisher kein Verfahren, um den Grenzeerr vorgegebenen Folge praktisch zu
ermitteln. Selbst wenn die Konvergenz (wie im ohig@eispiel) bereits gesichert ist, musste
man den Grenzwert zundchst "raten” und dann diddiitging aus der Definition nachrechnen.
Ersteres geht oftmals noch ganz gut (im obigen@aisstlim a, = 0 ziemlich naheliegend),
das Nachrechnen der Definition ist dann aber messteemlich miihsam. (Im obigen Beispiel
geht es noch vergleichsweise einfagh hiibsche gétaurigabe!)

In der Praxis versucht man daher nach Moglichkleis, Zurtickgehen auf die Definition zu
vermeiden und unbekannte Folgen lieber auf bekaeméachere) Folgen zurtickzufihren.
Dazu dienen die nachfogend zusammengestellten Farme
Rechenregeln fur reelle Zahlenfolgen:
(1) Sinda, undb, konvergente Folgen mit den Grenzwextezw.b, so gilt

lim(a, +by) =a+b lim(an—bn) =a->b

lim(a,-bn)=a-b lim(a,/bp) =al/b (falls alleb, =0 und+0 )

lim((an)®) =a° (falls allea, >0 unca>0 )
(2) Ista, eine Nullfolge (d. Hima, =0 ) unol, beschranktjstdim(a, - bn) =0.

(3) Ista, beschrankt unidn b, =0 , solsh(a,/b,) =0.
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(4) Gilt ap — o undb, — «, so gilt aucfa, +b,) — o  un@y - by) — o
Dagegen ist fifa, —bn) unfh, /bn) in diesem Fall keine Aussadglich.

Bemerkungen:

e Die Regeln unter (1) besagen, dass die Grenzwautigl mit den vier Grundrechenarten und
den Potenzoperationen "vertraglich" (d. h. vertabac) ist.

e Die letzte der funf Regeln unter (1) gilt insbeseredauch dann, werp  eine konstante
Folge ist, d. h. es isim(a,©) =a° (falls abg >0 uacdt0 ). Odabei auch gebrochen
sein darf, beinhaltet das auch alle Regeln Uberzélay etwdim /a, = /a .

e Man beachte, dass die in (2) und (3) lediglichbaischrankt vorausgesetzten Folgen in der
Tat nicht konvergent zu sein brauchen.

¢ Die Formulierung "keine Aussage moglich" unterl§éyleutet, dass die genannten Folgen
im konkreten Einzelfall sowohl konvergent als adorergent sein konnen und dass im
Konvergenzfall beliebige Grenzwerte auftreten kdnriPasselbe gilt tbrigens auch fir den
Quotienten zweier Nullfolgen.)

2
Beispiel: Bei der Folgea, = 2n2+-3g gehen Zahler und Nenegegxo , so dass zunachst
keine Aussage moglich ist. Man kann sich aber teielfen, indem man den ganzen Bruch mit
n_12 erweitert:
143
an = =
2 _ 1
n2
Da% und% Nullfolgen sind, konvergiert der Zahlegge 1 und der Nenner gegen 2, d. h.
lima,=0,5

Bemerkung zu rekursiven Folgen:

Wie bereits erwahnt, sind rekursive Folgen i. asemtlich schwieriger zu behandeln als
explizite. Man kann versuchen die Rekursion zu tkea", d. h. die rekursive Berechnungs-
formel in eine explizite zu verwandeln, was abarintAusnahmefallen gelingt. Andererseits
kann man der Rekursionsformel manchmal sehr laiebehen, welche Grenzwerte allenfalls in
Frage kommen. Wenn man bei der ganz zu Anfang enegal-olge

an+ = %an + ain, ai=1, neN*
Konvergenz annimmt und auf beiden Seiten der Gleiglden Grenzibergamg— o  vollzieht,
so erhalt man fur den (postulierten) GrenzwerB#dingung

a:%a+ % o a?=2
Als Grenzwerte kommen also nye ~ ung2 in Frage. Dass§olge tatsachlich
konvergiert, und zwar geger?2 , bedarf dann alleslimach eines separaten Beweises!

3. Grenzwertevon Funktionen, Stetigkeit

Gegeben sei eine FunktionD — R mMitc R . Wir interessienesn fur das Verhalten der
Funktion bei Anndherung an einen Puxke D . Genau@t das, dass wir das Argument
"irgendwie" gegerx, laufen lassen. Wenn die zuggkarFunktionswerte dabei ebenfalls auf
einen eindeutigen Wes, zusteuern, nennt man @iers@renzwert voii bei Annaherung an
Xo", geschrieben

fim, 09 =70

Die genaue Definition lautet:
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lim, £09 = 7o
<= zujedemx >0 existiert eifi>0 , so dass fur alleD, x+ X,
gilt:  Ix=X%l<d = [f(X)=nol<e

(Im Klartext heil3t das, dass man die Funktionswiaregn beliebig kleines Intervall um,
einfangen kann, wenn man minahe genug bei, Dbleibt.)

Etwas anschaulicher ist die Formulierung, dasgdie Folge, die im Definitionsbereich
verlauft und die gegexy, konvergiert, die Folgeflanktionswerte gegep, konvergieren
MusSs.

Anmerkung Die Voraussetzung, € D ist nicht unbedingt erfordérligs reicht, wenr,
"erreichbar” ist, d. h. als Grenzwert einer ganB iwerlaufenden Folge auftritt. IBt etwa ein
offenes Intervall, so ist es sinnvoll, nach denrZveerten vorf in den beiden Endpunkten zu
fragen ("Fortsetzung van auf den Abschluss vdd").

Wir kommen nun zu dem fir die gesamte Analysis diegenden Begriff deBtetigkeiteiner
Funktion:

Eine Funktionf:D — R DcR heil3t "stetig im Punkte D ", wenm @Ggenzwert vori in
Xo existiert und mit dem dortigen Funktionswert Ulbesgmmt:

lim () =f(xo).
Die Funktion heif3t "stetig"”, wenn sieahllen Punkten vorD stetig ist.

Wir werden es in Zukunft fast ausschlief3lich mibkiionen zu tun haben, die entweder im
gesamten Definitionsbereich stetig sind (Polynorkfiamen, Exponentialfunktion, Sinus- und
Cosinus-Funktion etc.), oder bei denen die Stetighe in isolierten Punkten verletzt ist
(gebrochen rationale Funktionen, Tangens-Funktion.e

Die wichtigsten Beispiele fir isolierte Unstetigisstellen sindsprungstellerundPolstellen
(mit oder ohne Zeichenwechsel):

NI/ Van

Ein etwas exotischeres Beispiel, das sich auch kaach zeichnen lasst, ist dagegen die

Funktionf (x) = sin% , die bex=0 einen sogenann@srillationspunkhat. (Aufgabe: Man
versuche sich klarzumachen, was da genau passiert!)




