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1 Varianz und Standardabweichung

Der Erwartungswert E[X] einer Zufallsvariablen X sagt nur etwas iiber den
Schwerpunkt der Verteilung aus, aber nichts iiber ihre Breite. Zwei verschiedene
Zufallsexperimente konnen folgende Werte liefern und trotzdem den gleichen

Erwartungswert haben:
1

Die Verteilungen von Zufallsvariablen (diskreten ebenso wie stetigen) kdonnen

sehr verschieden sein, trotz gleichen Erwartungswerts:
2

Schon wire, auch eine GroBle zu haben, welche die Breite der Verteilung
beschreibt, also die mittlere Abweichung vom Erwartungswert. Eine erste Idee
ware E[X — E[X]], aber das klappt leider nicht:
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Man konnte E[|X — E[X]|]] nehmen, aber das ist wegen der Betragsfunktion um-
stindlich handzuhaben. Ublich ist deshalb die Varianz [variance] o2:

Randbemerkung: Es gibt Fille, in denen dieser Erwartungswert und damit die
Varianz nicht existiert.

Die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert.
Wenn X in Metern gemessen wird, hat die Varianz o2 also die Einheit Quadrat-
meter. Das ist ungeschickt, wenn man sich die Breite der Verteilung vorstellen
will. Also nimmt man dazu die Wurzel der Varianz, die Standardabweichung
Estandard deviation] o:

Daher kommt die Bezeichnung o? fiir die Varianz.
Zur Unterscheidung spricht man hier gerne von der ,Varianz der Grundge-
samtheit®. Spdter kommt noch eine ,Varianz der Stichprobe®.
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2 Berechnung der Varianz

Durch Ausmultiplizieren lasst sich die Varianz noch etwas geschickter berechnen:
6

Beispiel 1: Varianz eines idealen Wiirfels:
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Beispiel 2: Varianz einer gleichférmig zwischen 1 und 6 verteilten Zufallszahl:
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3 Zentraler Grenzwertsatz, Normalverteilung

Auch wenn der Erwartungswert p = E[X] und die Varianz o2 = E[X?] - (E[X])?
einer Zufallsvariablen X bekannt sind, gibt es noch immer wilde Moglichkeiten
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fiir die Verteilung von X:
9

Es gibt aber eine Situation, in der man mehr weil3. Der zentrale Grenzwert-
satz [central limit theorem] besagt anschaulich: Ist die Zufallsvariable X ein
fester Wert plus eine Summe vieler unkorrelierter Fehler, die den Erwartungs-
wert 0 und eine kleine Varianz haben, dann ist die Verteilung von X ungefihr
die Normalverteilung [normal distribution] zu p und o. Die hat folgende Wahr-
1socheinlichkeitsdichte:

Damit die Gesamtwahrscheinlichkeit, also die Flache unter dieser Kurve, gleich
1 wird, wahlt man die Konstante vor der Exponentialfunktion gleich U—\}%

Bei der Normalverteilung liegen etwa 68 Prozent der Werte innerhalb einer
Standardabweichung vom Erwartungswert; etwa 3 Promille der Werte liegen
aullerhalb von drei Standardabweichungen vom Erwartungswert:
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