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1 GauBsche Zahlenebene

Um die Gleichung
1

zu losen, erfindet man die ,imaginire Einheit“ i oder j. (In der Mathematik
und der Physik schreibt man i, in der Elektrotechnik j, weil dort schon die
Wechselstromstérke i heif3t. Wolfram Alpha versteht aktuell nur i.) Es gibt dann

auch sofort eine zweite Zahl, die dieselbe Gleichung l6st:

Man bildet alle méglichen Kombinationen aus reellen Zahlen mit der imagi-

néaren Einheit und hat damit die komplexen Zahlen [complex numbers]:
3

Nun lésst sich beispielsweise die quadratische Gleichung x2 —2x + 5 = 0 16sen:
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In Gleichungen schreibt man fiir variable oder unbekannte komplexe Zahlen
gerne z statt x. Realteil und Imaginérteil einer komplexen Zahl sind so definiert:
5

Die Menge C der komplexen Zahlen lisst sich wie die Menge R? mit der Ebene
veranschaulichen, in diesem Fall Gaulsche Zahlebene genannt. Die Achsen sind
der Realteil und der Imaginérteil:

Im(z)

Re(2)

o
A\

Die meisten Operationen mit komplexen Zahlen kann man mit Zahlen rechnen,

aber genauso auch geometrisch in der Gaul3schen Zahlenebene verstehen. Das

gilt insbesondere fiir die Grundrechenarten, wie die folgenden Abschnitte zeigen.
Wenn man von einer komplexen Zahl z zu der komplexen Zahl —z tiibergeht,

bedeutet das eine Spiegelung am Ursprung. Wenn man von einer komplexen Zahl

z zu ihrem komplex Konjugierten z tibergeht, wird das Vorzeichen der imagindren

Einheit umgedreht. Das entsprecht einer Spiegelung an der horizontalen Achse:

Im(z)

Re(2)
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2 Betrag und Winkel einer komplexen Zahl

Der Betrag [magnitude] |z| einer komplexen Zahl z ist ihre Léange als Pfeil in der
Gaullschen Zahlenebene, also nach Pythagoras:
Im(z)

Re(2)

o
A\

Fiir reelle Zahlen ist das der herkommliche Absolutbetrag!

Mit Hilfe des komplex Konjugierten kann man das Quadrat des Betrags
schreiben (dritte Binomische Formel!):
9

Der Winkel (oder Argument oder Phase) arg(z) einer komplexen Zahl z ist
der Winkel zwischen ihrem Pfeil und der positiven reellen Achse, mit Vorzeichen
gegen den Uhrzeigersinn gemessen. Er ist nur bis auf Vielfache von 27 = 360°
bestimmt. Fiir die Zahl z = 0 ist der Winkel unbestimmt. Fiir den Tangens dieses

Winkels gilt:
10

Allerdings muss aufpassen, wenn man umgekehrt rechnen will: den Winkel
aus dem Verhaltnis. Denn der Tangens ist keine umkehrbare Funktion. Dies ist
Hl der Hilfte der Falle falsch:

Am Computer hat man glicklicherweise meist eine Losung zur Hand:
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12

3 Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

Rechnerisch bestimmt man die Summe und die Differenz von komplexen Zahlen,
als ob die imaginére Einheit eine harmlose Zahl ware:

13

Geometrisch entspricht das der Summe und der Differenz von Pfeilen in der

Gaullschen Zahlenebene:
Im(z)

14

Re(2)

o
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4 Multiplikation komplexer Zahlen

Rechnerisch bestimmt man das Produkt z1z9 von komplexen Zahlen wieder, als
ob die imaginére Einheit eine harmlose Zahl wire, allerdings eine, deren Quadrat
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gleich —1 ist:
15

Um zu sehen, was hier geometrisch passiert, kann man sich zunichst das

Produkt i z ansehen:
Im(z)

16
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Re(2)

Ein allgemeines Produkt z;z9 = (a1 + b1i)z9 zweier komplexer Zahlen lisst
sich nun zerlegen:

17

Geometrisch passiert also Folgendes: Die Langen der beiden zu multiplizieren-
den Zahlen werden multipliziert, ihre Winkel werden addiert (ggf. plus ein
ganzzahliges Vielfaches von 27).
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5 Division komplexer Zahlen

Rechnerisch bestimmt man den Quotienten z1/z9 von komplexen Zahlen wieder,
als ob die imaginéire Einheit eine harmlose Zahl wire. Es gibt dabei einen
Kunstgriff, um die imaginédre Einheit aus den Nenner wegzubekommen, so
dass man ein Ergebnis der Form a + bi erhélt: Man erweitert mit dem komplex
Eonjugierten des Nenners.

Was geometrisch passiert, kann man daraus folgern, dass die Division die
Multiplikation umkehrt. Wir suchen eine komplexe Zahl zg mit z3 = zi/z9.
Aquivalent dazu ist aber:

19

Wie die Multiplikation geometrisch funktioniert, wissen wir aber schon. Also:
Wenn man die Linge des Quotienten z3 = z1/z9 mit der Linge des Nenners zo
multipliziert, ergibt sich die Lénge des Zahlers z;; wenn man den Winkel des
Quotienten und den Winkel des Nenners addiert, ergibt sich der Winkel des
Zahlers (ggf. plus ein ganzzahliges Vielfaches von 27).

Damit kann man sagen, was bei der Division zweier komplexer Zahlen
geometrisch passiert:

20

Zum Beispiel:
Im(z)

21

Vany
A=

Re(2)
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