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1 Idee des Integrals

Gegeben eine Funktion f, die auf dem Intervall [a,b] definiert ist, soll das
»,bestimmte Integral“ [definite integrall] f: f(x)dx die Flache unter dem Funkti-
onsgraphen angeben — aber samt Vorzeichen:

1

f(x) heifit Integrand, a die untere, b die obere Integrationsgrenze, dx das Diffe-
rential.

Dass man das Vorzeichen der Funktion mitnimmt, stért, wenn dumm Fléichen
zu berechnen sind. Andererseits wird das Integral dadurch ,linear”: Das Integral
eines Vielfachen (auch eines negativen Vielfachen!) einer Funktion ist das
Vielfache des Integrals der Funktion selbst. Das Integral der Summe zweier

Funktionen ist die Summe der Integrale:
2
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Das Integral ist beziiglich der Integrationsgrenzen additiv:

3

Das Integral mit vertauschen Grenzen ist deshalb sinnvollerweise mit negativem
4Vorzeichen definiert:

Das Integralzeichen ist eigentlich ein langes ,,S“ fiir ,Summe®, das Differential
»dx“ gibt erstens die Variable an, uber die integriert wird, (hier x) und steht
formal fiir eine unendliche kleine x-Differenz. Eine einfache Art, sich das Integral
vorzustellen, ist, die Flache unter der Funktion in schmale Streifen zu schneiden,
5diese als Rechtecke zu ndhern und dann aufzusummieren:

Wenn man dies (,Riemann-Summen®“) korrekt mit Grenzwerten formalisiert,
wird daraus Riemanns Definition des Integrals. In der fortgeschrittenen Mathe-
matik ist ist die Defition von Lebesgue (sprich: Lobeck, mit Betonung auf dem
»,€°) tblicher. Hier wird die Flache unter der Funktion quasi ldngs in Streifen
6geschnitten und dann ein Grenzwert gebildet:

Diese Definition hat den Vorteil, auch viele pathologische Funktionen zu verdau-
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en, zum Beispiel diese:
7

In der Praxis muss man sich nicht um die verschiedenen Definitionen des In-
tegrals kiimmern. Vielmehr lasst sich in der Praxis jede beschrankte Funktion
sinnvoll iiber jeden endlichen Integrationsbereich integrieren. Ausnahmen dazu
gibt es nur in bestimmten mathematischen Universen (siehe: Auswahlaxiom)
und/oder in Integralen uber drei oder mehr Dimensionen (siehe: Banach-Tarski-
Paradoxon).

Die physikalische Einheit eines Integrals ist die Einheit des Integranden
mal die Einheit der Integrationsvariable — eben die Einheit einer Flache in dem
entsprechenden Plot:
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2 Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

Das Integral fab f(x)dx kann man als Funktion seiner oberen Grenze b auffassen:
9

Was passiert, wenn man es nach b ableitet?
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Die Ableitung hebt also in gewisser Weise das Integral auf. Dies ist der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung [fundamental theorem of calculus].

Das kann man benutzen, um Integrale auszurechnen. Beispiel: [ f x3 dx.
Dieses Integral muss in Abhéngigkeit von der oberen Grenze b eine Funktion
sein, deren Ableitung b3 ergibt. Also:
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Diese Gleichung muss auch stimmen, wenn man b = a setzt. Also:
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Damit ist das Integral gelost.

Dieser Trick geht natiirlich allgemein: Um das Integral ff f(x)dx zu berech-
nen, suche zur Funktion f eine Stammfunktion [antiderivative] F, also eine
Funktion F mit F' = f. (Davon gibt es unendlich viele, die sich alle durch eine
%dditive Konstante unterscheiden!) Dann bilde:

Fir die Stammfunktion F schreibt man gerne auch ein ,unbestimmtes
Integral®, also eines ohne Grenzen:
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Vorsicht: Das unbestimmte Integral ist eine Funktion, die von der Integrations-
variable abhéingt. Das bestimmte Integral ist eine Zahl (ndmlich die Fliche mit
Vorzeichen).

Um Stammfunktionen zu finden, stellt man eine Tabelle von Ableitungen auf
und liest die riickwirts. Vorsicht: Dies sind Stammfunktionen zu x — 1/x? und zu
x— 1/x:

15

Leider hilft eine solche Tabelle nicht immer, siehe Abschnitt

3 Uneigentliche Integrale

LsUneigentliche“ Integrale, also solche, die sich nach links, rechts, oben oder un-
ten in Unendliche erstrecken, behandelt man oft mit Grenzwerten (wobei diese
Grenzwerte ins Lebesgue-Integral schon eingebaut sind).

Beispiel: [5 e *dx
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Beispiel: f013 % dx
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Typischerweise sind solche Integrale aber problematisch, also im Zweifelsfall
nicht definiert.
Beispiel: [; sin(x)dx
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Beispiel: {32 dx
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Beispiel: fOIS% dx
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4 Numerische Integration

Zu allen iblichen Funktionen lédsst sich schnell mit Hilfe von Produktregel, Ket-
tenregel und Co. die Rechenvorschrift der Ableitung hinschreiben. Mit Stamm-
funktionen ist das leider nicht so einfach. Viele géngige Funktionen haben keine
Stammfunktion, die man wieder mit gidngigen Funktionen hinschreiben kann.
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(Nochmal: Sie haben Stammfunktionen, nur kann man die nicht in simplen For-
meln hinschreiben!) Ein einfaches Beispiel ist die in der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung allgegenwartige Glockenfunktion x — e

Wenn keine Formel hat, sondern nur Reihen von Messdaten, kann man sowie-
so nicht per Stammfunktion integrieren. Ohne Stammfunktion bleibt eigentlich
nur die ,numerische Integration“: Man schétzt die Fliache unter der Kurve, indem
man mehr oder minder viele Funktionswerte ausrechnet.

Das aber bitte nie so (Treppenstufen):
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Denn mit dem gleichen Rechenaufwand lésst sich die Funktion auch durch Tra-
peze anndhern (Trapezformel):
22

Mit (asymptotisch) immer noch dem gleichen Rechenaufwand kann man die
Funktion sogar durch Stiicke kubischer (nicht nur quadratischer!) Parabeln
annidhern und erhilt die Simpson-Formel. Dabei werden immer zwei Streifen
zusammengefasst:

23

Professionellerseits verwendet man gerne das Romberg-Verfahren: Man fiihrt
das Trapezverfahren fiir verschiedene Schrittweiten aus (alte Funktionswerte
mehrfach benutzen!) und schliet aus dem Verlauf, was das Ergebnis fiir die —
hypothetische — Schrittweite null sein miisste.
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