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1 Zahlenbereiche

So wie heutzutage Betriebssysteme oder Web-Browser von Version zu Version mit
immer weiteren Funktionen iiberhéauft werden, sind auch die|Zahlenbereiche iiber
die Jahrhunderte angewachsen.

Zum Zahlen benotigt man die positiven natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... Mit Hilfe
dieser Zahlen kann man schon die Gleichung 42 + x = 42 nicht l6sen. Dazu muss
die Null eingefithrt werden. In der Informatik zdahlt man die Null gerne zu den
natiirlichen Zahlen [natural numbers] N, denken Sie zum Beispiel an den Typ
unsigned int in C. In der Mathematik gehort die Null dagegen auch mal gerne
nicht dazu. Ich schreibe deshalb sicherheitshalber Ny beziehungsweise N*, um
klar zu machen, ob die Null dabei sein soll oder nicht. Vorsicht mit einen nackten
Symbol N in Biichern und Artikeln!

Im nichsten Schritt stellt man fest, dass Gleichungen wie 42+ x = 13 in N
keine Losung haben. Um alle Gleichungen dieser Art l6sen zu konnen, benétigt
man negative ganze Zahlen. Mit der Null und den positiven ganzen Zahlen bilden
sie den Zahlenbereich Z der ganzen Zahlen [integer numbers].

Jetzt lasst sich zwar 13-x = 26 16sen, aber nicht 13-x = 27. Dazu bendtigt
man Briiche. Alle bisher erwidhnten Zahlen zusammen bilden den Bereich der
rationalen Zahlen [rational numbers] Q) = {%; —-98,5; 0; %; —5%; ...}. (,Ratio“ heif3t
nicht nur Verstand, sondern auch Verhiltnis. Das ,,Q“ kommt von , Quotient®.)

Um x2 = 3 l6sen zu kénnen oder den Umfang eines Kreises mit Durchmesser 1
als Zahl ausdriicken zu kénnen, bené6tigt man einen noch gréfleren Zahlenbereich:
die reellen Zahlen [real numbers] R = {v/27/13,-47,42,...}. Messwerte werden ty-
pischerweise als reelle Zahlen aufgefasst.

2 Imaginare Einheit, komplexe Zahlen

Auch die reellen Zahlen sind nicht machtig genug, um die Gleichung

zu losen. Hierfiir erfindet man die ,imagindre Einheit“ i oder j. (In der Mathe-
matik und der Physik schreibt man i, in der Elektrotechnik j, weil dort schon die
Wechselstromstéirke ¢ heif3t.) Die imaginédre Einheit soll genau diese Gleichung
losen.
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Nebenbei: Es gibt dann auch sofort eine zweite Zahl, die die gleiche Gleichung
lost:

Man bildet alle moglichen Kombinationen aus reellen Zahlen mit der imagi-
niren Einheit und hat damit die komplexen Zahlen [complex numbers]

C={ I

LKomplex“ heiflen diese Zahlen nicht, weil sie schwierig sind (Das sind sie nicht!),
sondern weil sie zusammengesetzt sind, wie ein Gebdudekomplex oder ein Kom-
plex in der Psychologie.

In Gleichungen schreibt man fiir variable oder unbekannte komplexe Zahlen
gerne z statt x.

In C++ finden Sie ein Template fiir komplexe Zahlen samt aller iiblichen Re-
chenoperationen und Funktionen in der Header-Datei < complex >.

3 Warum komplexe Zahlen? — Die Eulersche Iden-
titat

Es gibt wichtigere Dinge, als x? = —1 16sen zu kénnen. Warum also komplexe
Zahlen? Die Mathematiker freuen sich, weil mit den komplexen Zahlen plétzlich
jede Gleichung einer Machart wie

23
x13 —5x% + 7x3+ v42=0

mindestens eine Losung hat: Fundamentalsatz der Algebra. Das ist rechentech-
nisch nett, aber in der Praxis nicht iilberméfig spannend.

In Physik, Elektrotechnik und Signalverarbeitung ist eine andere Eigenschaft
der komplexen Zahlen viel wichtiger und extrem praktisch: die Eulersche Identi-
tat

(Streng genommen gilt diese Gleichung nur, wenn der Winkel im Bogenmal} ge-
messen wird. Spiter im Semester gibt es fiir sie eine Begriindung, im Rahmen
der Potenzreihen.) Wenn man mit sinusféormigen Schwingungen und Wellen zu
tun hat (Netzspannung, Lichtwellen, Wasserwellen, Stromgenerator, ...), kann
man also statt mit e’ statt mit Sinus und seinen Freunden rechnen.

Das sieht zunichst absurd aus: Was heifit es, e = 2,7... mit i zu potenzieren?
Es spart aber extrem viel Rechenarbeit und Rechenfehler. Statt der Additions-
theoreme fiir Sinus und Cosinus wie

sin(a + ) =

muss man sich nur noch ein Potenzrechengesetz merken:

RICTT
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Und statt der Ableitungen

sin' = A

cos’ =

muss man sich nur noch merken:
de'®
dop
Diese Vereinfachungen beim Arbeiten mit Schwingungen und Wellen sind der
wichtigste Grund, komplexe Zahlen zu benutzen.
In der Physik gibt es noch eine weitere wesentliche Anwendung: Die wellenfor-
mige Ausbreitung von Elementarteilchen lédsst sich nur mit einer komplexwerti-

gen Wellenfunktion/sinnvoll beschreiben. Dies ist kein Rechentrick mehr, sondern
ein wesentlicher Teil der Physik.

4 GauBsche Zahlenebene

Die iibliche Vorstellung von den reellen Zahlen ist eine Gerade — der unendlich
ausgedehnte (aber das Unendliche nicht umfassende) Zahlenstrahl:

Jede komplexe Zahl wird von zwei reellen Zahlen bestimmt. Im Fall von z =
3,4—2,9i sind das die Zahlen Re(z) = 3,4 (der Realteil [real part]) und Im(z) = -2,9
(der Imaginérteil [imaginary part]). Also kann man die Menge der komplexen
Zahlen als eine unendlich ausgedehnte Ebene auffassen: die Gau3sche Zahlene-
bene. Die x-Koordinate ist der Realteil, auch gerne a genannt; die y-Koordinate
ist der Imaginéarteil, auch gerne b genannt. Die reellen Zahlen haben die Imagi-
nérteil 0: Der tibliche Zahlenstrahl ist die horizontale Achse.
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Die meisten Operationen mit komplexen Zahlen kann man arithmetisch (rech-
nerisch) auffassen, aber genauso auch geometrisch in der Gaul3schen Zahlenebene
verstehen. Das gilt insbesondere fiir die Grundrechenarten, wie die folgenden Ab-
schnitte zeigen.

5 Addition, Subtraktion

Arithmetisch bestimmt man die Summe und die Differenz von komplexen Zahlen,
als ob i eine harmlose Zahl wire:

Geometrisch entspricht das der Summe und der Differenz von Pfeilen in der Gaul3-
schen Zahlenebene:
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6 Betrag, komplexe Konjugation, Winkel

Der Betrag [magnitude] |z| einer komplexen Zahl z ist ihre Léange als Pfeil in der
Gaullschen Zahlenebene, also nach Pythagoras:

Fiir reelle Zahlen ist das der herkommliche Absolutbetrag!
Mit dem ,konjugiert Komplexen“ z einer komplexen Zahl z bezeichnet man die
Zahl mit negiertem Imaginarteil:

Damit kann man das Quadrat des Betrags schreiben (dritte Binomische Formel!):

Der Winkel (oder Argument oder Phase) arg(z) einer komplexen Zahl z ist
der Winkel zwischen ihrem Pfeil und der positiven reellen Achse, mit Vorzeichen
gegen den Uhrzeigersinn gemessen. Er ist nur bis auf Vielfache von 27 = 360°
bestimmt. Fir die Zahl 0 ist der Winkel unbestimmt.

tan(arg(z)) =

arg(z) ist in der Hélfte der Fille nicht der Arcustangens, selbst wenn das in vielen
Biichern so steht. Vielmehr gilt:

arg(z) =

Diese Funktion gehort auch zur Standardaustattung von C, Java usw.
Mit ihrem Betrag |z| und dem Winkel arg(z) lasst sich eine komplexe Zahl z in
,Polardarstellung® schreiben:
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Grafisch:

Wegen der Eulerschen Identitat vereinfacht sich das zu:

7 Multiplikation

Arithmetisch berechnet man das Produkt von komplexen Zahlen wieder, als ob i
eine harmlose Zahl wire, allerdings eine mit i% = —1:

Um die geometrische Konstruktion des Produkts zu verstehen, geht man von der
Polardarstellung aus. Seien z; = r1e'?* und zy = rge'??, dann ist

2129 =




8 DIVISION 7

Anschaulich werden bei der Multiplikation von komplexen Zahlen also ihre Lan-

gen und ihre Winkel . Grafisch:

8 Division

Arithmetisch berechnet man den Quotienten von komplexen Zahlen wieder, als
ob i eine harmlose Zahl wire, allerdings (Uberraschung?) eine mit i2 = —1. Der
besondere Trick ist, mit dem komplex Konjugierten des Nenners zu erweitern:

Fir die geometrische Version schaut man sich fiir komplexe Zahlen z; und
z9 # 0 wieder die Polardarstellung an:

21

22
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Also werden bei der Division von komplexen Zahlen ihre Langen

und ihre Winkel

9 Rechengesetze

Fur alle komplexen Zahlen a, b, ¢ gelten:

e Assoziativitat der Addition:

¢ Null ist neutrales Element der Addition:

® Zu jeder Zahl a gibt es eine additiv inverse, namlich

e Kommutativitit der Addition:

* Assoziativitdt der Multiplikation:

¢ Eins ist neutrales Element der Multiplikation:

e Zu jeder Zahl a # 0 gibt es eine multiplikativ inverse, namlich

¢ Kommutativitat der Multiplikation:

e Man darf aus- und einklammern (Distributivitat):

Diese Rechengesetze abstrahiert man in der Mathematik zum Begriff des Kor-
pers. Die komplexen Zahlen sind der umfassendeste Zahlenbereich, der die reellen
Zahlen enthélt und fiir den alle diese Rechengesetze gelten. In der Robotik ver-
wendet man vierdimensionale Zahlen (Quaternionen), um Drehungen im Raum
zu beschreiben. Dort ist die Multiplikation nicht mehr kommutativ — eben genau
wie bei Drehungen im Raum.
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