Mathe I/ 08.10.07
1. Zahlensysteme

Bei der heute Ublichen Schreibweise fur Zahlen bHres sich um eifftellenwertsystem zur
Basis 10, d. h. jede der auftretenden Ziffern wiach mit einer Wertigkeit versehen, die sich
aus der relativen Position ergibt:

302,15=3-10° +0-10' +2-10° + 1-10' + 5-1072
=3-100+ 2 + 45 + 155

Auf diese Weise kann man mit 10 Ziffern beliebig@g (und beliebig kleine) Zahlen auf
einheitliche Weise darstellen. Die Vorteile gegesridnderen Verfahren (z. B. romische
Zahlzeichen oder einfache "Strichlisten™) sind nfiehtlich - nicht nur flr das Hinschreiben,
sondern vor allem fir das schriftliche Rechnen!

(Beachte: Voraussetzung fur die Entwicklung vorll&tevertsystemen war die Erfindung der
Null)

DasAussprechenvon Zahlwdrtern ist ein ganz anderes, vorwieggmechliches Problem.
Dabei gibt es in vielen Sprachen eigenartige Besdmaiten, z. B. die Vertauschung von Einer-
und Zehnerstelle im Deutschen oder die Umschreiufigr 70, 80 und 90 im Franzésischen.
Hier soll nur auf einen Punkt hingewiesen werdem,fdiufig zu Missverstandnissen bei
englischen Texten fuhrt. Dazu ist in der folgendlabelle die Benennung groRer Zahlen auf
deutsch und englisch gegentbergestellt:

10¢ | Million million

10° | Milliarde billion

102 | Billion trillion

10t | Billiarde quadrillion

(Im Franzdsischen werden etwa dieselben Begriféeimi Deutschen verwendet.) Friher galt
obige Tabelle nur fir dasnerikanische Englisch, wahrend es in Grof3britannien die "nmtlfa
gab und auch die "billion" gleichbedeutend mit deatschen Billion war (noch bis in die 80er
Jahre). Seitdem hat sich der Sprachgebrauch abezm&omplett an das amerikanische
Englisch angeglichen. Bei élteren Texten muss miaden "billion" also besonders vorsichtig
sein.

Stellenwertsysteme kann man statt zur Basis 10 aucker jeder beliebigen anderen Basis
(naturlich ganzzahlig ungd 2 ) bilden. Ein Beispiet Basis 7:

452,3% =4-72+5. 71 +2.79+ 3.7
Dezimal entspricht das also der Zahl
4.49+ 35+ 2+ 2 =233,

Man beachte, dass bei einer Zahl in der 7-er-Diarstenur die Ziffern O bis 6 auftreten durfen!
Bei Benutzung einer Basis10 muss man dagegen zurgitisprechend viele neue Ziffern
erfinden.

Es ist bekannt, dass die Dezimalbruchentwicklatignaler Zahlen (das sind solche, die als
Quotient zweier ganzer Zahlen entstehen) entweatdr andlich vielen Stellen abbricht oder
periodisch wird, z. B.

% = 0,142857142857142857=.0,142857
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35 = 0,04545454545. = 0, G5

Dagegen besitzdrrationale Zahlen (wie z. B.J/2 ) stets unendliche, nicht-pesote
Darstellungen. Da die Unterscheidung zwischenmaten und irrationalen Zahlen
grundsatzlicher Natur ist, gilt dies fur alle Bas@enaueres zu rationalen und irrationalen
Zahlen folgt in einer spateren Vorlesung.)

Ob die Darstellung einer rationalen Zahl endlickrgoeriodisch ist, hangt dagegen wesentlich
von der Basis ab. Eine rationale Zahl

r= % p undq ganzzahlig

hat z. B. im 10er-System genau dann eine endlicteiEklung, wenn der Nennerkeine
anderen Primfaktoren als 2 und 5 besitzt.

Gewissensfrage: Wer erinnert sich noch daran, veie enen periodischen Dezimalbruch
wieder in einen "gemeinen Bruch" umrechnet?

2. Das Binarsystem

Neben dem Dezimalsystem sind fir Informatiker \t@ma noch die Systeme zur Basis 2
("Binarsystem™) und zur Basis 16 ("Hexadezimalsystesiehe nachster Abschnitt) wichtig. Das
Binarsystem kommt mit nur zwei Ziffern 0 und 1 abge Binardarstellung ganzer Zahlen ist
wahrscheinlich vielen gelaufig. Wie mit jedem Stailvertsystem kann man aber natirlich auch
gebrochene Zahlen darstellen:

11010,1013 = 1-2* + 1.2 +0.22 +1-21 +0-20+ 1.21 +0.22 + 1.23 + 1.2
Dezimal ergibt das
16+8+2+ 2 ++ + 5 = 26,6875

Eine rationale Zahi = p/q hat im Bin&rsystem nur genannceine endliche Darstellung, wenn
der Nenner keine Primfaktoren aul3er der 2 besitgb (eine Zweierpotenz ist). So wird etwa der
Wertﬁ, der eine endliche Dezimalentwicklung hatBmarsystem schon periodisch:

1—10 = 0,130 = 0,000110011001100. 0, 00011,

Das hat ganz praktische Konsequenzen: Wenn in eiftegramm ein Statement

x=0.1
steht, so ergibt sich bereits bei der Umwandlungjénnterne Binérdarstellung der erste
Rundungsfehler!

Hinweis: Das bekannte Phanomen, dass Dezimalbruch-Dargielunicht immer eindeutig
sind, da man z. B. die Zahl 1 auch@|9 schreilaem ktritt bei allen Basen auf. In der Binar-
darstellung gilt z. B1 = 0,1 .

Empfehlung:
Man Ube die schriftliche Ausfihrung der vier Grugdrenarten im Binarsystem, z. B.:

1011,101 +101,1 = ...
10001,001 - 101,1 = ...
1,01- 10,11 = ...
11,0111:10,11 = ...



3. Das Hexadezimalsystem

Intern arbeiten Computer (bzw. deren Prozessomak}ipch ausschlief3lich mit der Binar-
darstellung. Fur die Arbeit mit Bleistift und Papasler die Benutzung im Programmcode ist
diese jedoch sehr unpraktisch, da selbst rela¢gim&l Zahlen schon sehr viele Stellen bendtigen.
Stattdessen benutzt man daher lieber das Hexadeystean (Basis 16), das gelegentlich auch
noch als "Sedezimalsystem" bezeichnet wird. (Daswar sprachlich eigentlich korrekter, hat
sich aber trotzdem nicht durchgesetzt.) Kurz spmcan tblicherweise von Hex-Zahlen.

Als Ziffern fur die Werte 10 bis 15 nimmt man disten sechs Buchstaben des Alphabets, also
A=10,B=11,C=12,D=13,E=14,F =15. (Grol3- oder Kleinschreibung sollte dabe
eigentlich egal sein, altere Software-Produkte pieeen aber manchmal nur Grof3buchstaben
als Hex-Ziffern.) Das liefert eine wesentlich korkfge Darstellung, die sich andererseits aber
sehr einfach in die Binardarstellung umrechnertl§3s vier Binarziffern lassen sich zu einer
Hex-Ziffer zusammenfassen und umgekehrt.)

Beispiel: 46476 = B58C16 = 1011 0101 1000 11Q0

Ein typischer Anwendungsfall fir die Benutzung \Hex-Zahlen ist die differenzierte Vorgabe
von 24-Bit-Farbwerten in Programmen oder HTML-Dolanten. Fur die Standardfarben gibt es
I. a. einpragsame Kurznamen, fur feinere Nuancen kaan die Rot-, Grin- und Blauwerte aber
exakt vorgeben. Typischer Eintrag im BODY-Tag eiR@ML-Dokuments:

BGCOLOR="#COFOFQ"

Das Lattenkreuz kennzeichnet den Wert als Hex-Viéetersten beiden Stellen liefern den
Rotanteil (von 0-255), die nachsten beiden den &rigil und die letzten beiden den Blauanteil.
#FFFFFF bedeutet weil3000000 schwarz. Der WeltFOFOF@ wirde also ein sehr helles, fast
schon weil3es Grau liefern. Durch die ReduktionRigisAnteils entsteht ein helles, "pastelliges”
Cyan. In Dezimaldarstellung lautet derselbe We@4#%592, dem man die resultierende Farbe
deutlich weniger einfach ansehen kann.

Fur Puristen: Das BGCOLOR-Schlisselwort gilt naehaktuellen HTML-Spezifikation als
veraltet, daher sicherheitshalber noch die Stykts8gntax:

BODY {background-color: #COFOFQ}

BeachteAuch fast alle Programmiersprachen erlauben digeha von Farbwerten in dieser
Form, wobei aber Ublicherweise die umgekehrte BRgdienfolge zu beachten ist (erst Blau,
dann Grun, dann Rot). Aul3erdem ist die Symbolikkaemnzeichnung von Hex-Werten
naturlich sprachspezifisch unterschiedlich.

Hinweis: Die meisten Taschenrechner, die einen Hex-Modbsih (z. B. der zu den Bord-
mitteln von Windows gehdrige), arbeiten in diesemdus nur mit ganzen Zahlen. Das ist auch
fast immer ausreichend, obwohl im Hexadezimalsygiebrochene Zahlen nattrlich genauso
gut dargestellt werden kbénnen wie in jedem anderen.

4. Operatoren, Prazedenz, Gleichheitszeichen

Jeder kennt die Regel "Punktrechnung geht vort8aahnung”, die besagt, dass in einer
Rechenaufgabe wie

13-7+9:5

zuerst die Multiplikation13- 7 ) und die Divisior®( 5 )yeeils fur sich auszufiihren und
anschlie3end die Ergebnisse zu addieren sind. Arlesflihrungs-Reihenfolgen missen
explizit durch Klammersetzung erzwungen werdenedier Programmiersprache gibt es weitere
solche "Préazedenzregeln”, die die Auswertung urgekierter Ausdricke in allen Fallen regeln,

-3-



insbesondere wenn aul3er den vier Grundrechenaytdnweitere Operatoren enthalten sind
(Vergleichsoperatoren, logische Operatoren etsiehe Programmiervorlesung).

Im folgenden soll nur kurz auf die unterschiedlisfewendung des Gleichheitszeichens in der
Mathematik und beim Programmieren eingegangen werde

In fast allen Programmiersprachen tritt das Glegiiszeichen in zwei Hauptfunktionen auf:

als "Zuweisungsoperator” (in Java und C das eimf&glleichheitszeichen)
X=a+b

als "Vergleichsoperator” (in Java und C das dopp@leichheitszeichen)
if (a==b) ...

Beim Zuweisungsoperator wird der rechtsstehendeigk berechnet und der linksstehenden
Variablen zugewiesen. Rechte und linke Seite sirdlesem Falle also nicht gleichberechtigt
(wie sonst bei Gleichungen). Daher ist z. B. auch

X =X+ 7

eine korrekte und sinnvolle Zuweisung, die man alett als Gleichung im Ublichen Sinn lesen
sollte.

In mathematischen Texten hat das Gleichheitszeiohanalerweise nicht den Charakter eines
Operators, sondern stellt nur die Gleichheit zwagsdriicke fest. Aber auch dabei gibt es
einige Nuancen, z. B. kann es sich um eine behtufited bewiesene) Gleichheit handeln, oder
um eine geforderte Gleichheit oder auch um einéctbeit "per definitionem".

Typisches Beispiel fur eine behauptete und bewe&daichheit ist der Satz des Pythagoras:

Wenn a und b die Katheten eines rechtwinkligen Dreiextkd und ¢ die Hypotenuse ist,
dann gilt a® + b? = c2.

Als Beispiel fuir eine geforderte Gleichheit kannmedwa die Nullstellensuche bei Polynomen
betrachten. Gegeben sei das Polyrfi@x=2x> — x* + 13x? + 3x - 7 , gesuchakindWerte,

fur die f(x) = 0 gilt. Hier wird nicht etwa behauptet, d&d6g immer den Wert Null liefert,
sondern man méchte wissen, fur welghger "Wunsch'f(x) =0 in Erfullung geht. Solch
gezieltes "Gleichsetzen" zweier Ausdriicke wird nimenal durch ein Ausrufezeichen Uber dem
Gleichheitszeichen verdeutlicht:

f(X) =2x® - x4 +13x2+3x-7 = 0.

Ebenso benutzt man manchmal einen Doppelpunktesmr@leichheitszeichen, um
Definitionsgleichungen zu kennzeichnen, etwa:

cosh(x) := (e +e™)
n:=n-(n-1)-(n-2)...-3:2-1

In beiden Fallen geht es darum, dass auf der liSlete eine neue Funktion, Kurzschreibweise
oder sonstige Symbolik steht, deren Bedeutung diliechechte Seite definiert wird.

Beachte: Diese typographischen Zuséatze sollen nur verdeetht, welche Rolle die Gleichung

im jeweiligen Kontext spielt und dienen damit dees$eren Verstandnis. Sie andern aber nicht
die Bedeutung des Gleichheitszeichens an sich,dmalso immer auch wegbleiben -
insbesondere, wenn aus dem Zusammenhang heraesdissverstandnisse zu befiirchten sind.



