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Vektorraume

Zur Erinnerung (Vorlesung 24.01.07):
¢ "anschauliche Vektorrechnung" mit Pfeilen in der Ebene
* axiomatische Definition einé¥ektorraums'als abstrakte algebraische Struktur

Wiederholung der DefinitionVektorraum V uber einem Koérper K"
* MengeV ("Vektoren"), beliebiger Korpef (z. B.K =R)
* eine "innere" Verkntpfung ("Vektoraddition™)

+:VxV — V "X+y"
* eine "auRRere" Verknupfung (Multiplikation eines Vektors mit einem Korperelement)
-:KxV — V "co X"

* Rechengesetze (Axiome):
(i) (V,+) ist eine Gruppe, neutrales EIem@wt(“NuIIvektor")

(i) (ab)X =a(bX) furallea,beK, X eV
(i) (a+b)X =aX +bX furallegabeK, X eV

a(X +y)=aX +ay furalleacK, X,y eV
(iv) 1X =X furalle X eV

Das letzte Axion{iv) bedeutet, dass das Einselement des Kdrpers auch neutrales Element fur
die neue externe Multiplikation ist. Das ergibt sietht aus den Gbrigen Axiomen, sondern

muss explizigefordertwerden. Einige weiterénaheliegendeRechenregeln lassen sich dann
aber aus den Axiomen ableiten, z. B.

0% =0 firalleX eV,

c0 =0 firallece R,
(-1) X ==X furalle X V.

Man beachte, dass auf den bei@eitender letzten Gleichung zunéchst zwei vollig verschie
dene Dinge steherechtsdas Inverse wvo X bzgl. der Gruppenoperatidimks das Produkt
von X mit dem Kdrperelement "-1".

Begriffsbildungen und Bezeichnungsweisen:

¢ StattVektorraumist auch die Bezeichnurigearer Rauntiblich (engl.vector spaceder
linear spacég. Das Teilgebiet der Mathematik, dass sich mit Vektorraumen und Vektoren
beschatftigt, heil3t daher aulimeare Algebra

* Die beiden Operationen (Addition von Vektoren, Multiplikation eines Vektors mit einem
Kdrperelement) fasst man auch unter dem Oberbéigetire Operationezusammen.

* Eine Teilmenge vol, die gegeniuber den linearen Operationen abgeschlossen ist, stellt
selbstwiedereinen Vektorraum dar, der dlsitervektorraum(oder kurzZUnterraum)
vonV bezeichnet wird.

¢ Zur deutlicheren Unterscheidung von den Vektoren werden die Elemente des Korpers K
oft auch alsSkalarebezeichnet, der Korper selbst Sksalarenkorpe(Begriffsbildung aus
der Physik).

* Typographisch werden Vektoren aufRer durch Pébkendribenoft auch durch Unter-
streichung oder Fettdruck gekennzeichnet. In élteren Blichern findet man auch noch die
(frGher weit verbreitete) Schreibweise raktur-oderSitterlinbuchstabetunter
Umstanden wird auf eine spezielle typographische Unterscheidung zwischen Vektoren und
anderen Grof3en auch vollkommen verzichtet!
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Reelle Standard-Vektorraume
Wir werden uns fast ausschlie3lich maellenVektorraumend. h. Vektorraumen tber dem
KorperR befassen, und zwar speziell mit deellenStandardvektorraumen
[R,] R?, RS, ..., R", ...
Die Bezeichnungsweisen sind bereits aus dem vorigen Semester bekannt. Es war
R" = n-faches kartesisches Produkt \i@mit sich selbst
= Menge den-Tupel reeller Zahlen
={(X1, ..., Xn) : X1, .., Xn € R}
Um dies zu einem Vektorraum zu machen, definiert man die linearen Operationen in folgender
Weise:
X1y o0y Xn) (Y1, ooy Yn) i= (X2 Y1, oeny Xn +Y0),
C (X1, ..., Xn) :=(CXg, ...,CXn),
d. h. die Addition von Vektoren und die Multiplikation meellenZahlen wirdkomponen-
tenweisadurchgefihrt. Man kann nachrechnen, dass damit alle Vektorraum-Axiome erfllt
sind (Fleil3arbeit), der Nullvektor i€d, 0, ..., Q. Der so entstandene Vektorraum wird auch als
derarithmetische VektoaumR" bezeichnet.

Hinweis: Bei dern-Tupel-Schreibweishat man die Auswahl zwischen zwei Varianten:
X1
Zeilenschreibweise(Xy, ..., Xn) undSpaltenschreibweis
Xn
Wir werden spéater sehen, dass in manchen Fallen die sorgfaltige Unterscheidung zwischen
Zeilen- und Spaltenvektoren eine gewisse Bedeutun@ it in der Matrizentheor)e
ansonsten sind aber beide grundsatzlich gleichberechtigt und gleichbedeutend.

Fur die Anwendungen in Geometrie, Physik, Technik etc. ist es wichtig, dass man mit den
arithmetischen Vektorraumen - besonders in den FRffamdR?3 - verschiedene

geometrische Anschauungen bzw. Interpretationen verbinden(kKaass def? bzwR? die
Punktmenge einer Ebene bzw. des dreidimensionalen Raumes darstellen kann, ist aus dem
vorigen Semester bekannir betrachten den einfachsteall R? :

1. Ortsvektoren
Jedem Punktx, y) wird alsOrtsvektorder Pfeil vom Ursprung zu diesem Punkt zugeordnet
(linke Skizze):

Pauuld bﬂtﬁ\l

Ovtevetey (;_\




Ml / DM SS 2007 Mathe 1l 15.03.07

Die Komponenten des Ortsvektors sind also genau die Koordinaten des Endpunktes. (Dass
der Ortsvektor als Spalte und der Punkt als Zeile geschrieben wurde, dient nur der besseren
Unterscheidung, ist aber keine allgemeingultige Regel.) Die rechte Skizze zeigt die geome
trische Addition zweier Ortsvektoren durch Erganzung zu einem Parallelogramm (das "Kréfte

parallelgramm” der Physiker):

2. "freie" Vektoren
Ein freier Vektorist eine Abstraktion, die die Gesamtheit aller Pfeile gleicher Richtung und

gleicher Lange reprasentiert (Anfangspunkt beliebig). Er stellt gewissermal3en eine
Verschiebung (Translation) der gesamten Ebene um ein bestimmtes Stiick in einer bestimmten

Richtung dar (linke Skizze):
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In diesem Fall ist die geometrische Vektoraddition noch einfacher zu zeichnen, da man den
zweiten Vektor einfach am Endpunkt des ersten ansetzen kann (rechte Skizze)

3. Vektorfelder
Besonders in der Physik kommt es haufig vor, dass man jedem Punkt der Ebene eine

vektorielle Grol3e zuordnez.(B. die in diesem Punkt wirkende Kraft irgendeines Kraftfg¢ides

(Anderes Beispiel: Windpfeile auf der Wetterkarte, wobei aber die Windstarke nicht durch die
Lange der Pfeile, sondern durch Fahnchen angedeutet wird.) Hier hat also jeder Pfeil seinen

eigenen festen Anfangspunkt.
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Verwirrt ? - Dann ein paar Tips:

* Es handelt sich immer undénselbehVektorraumR?, den man nur mit verschiedenen
Anschauungen verknipft bzw. auf verschiedene Fragestellungen anwendet.

* "Positiv denken": die im ersten Moment vielleicht verwirrende Vielfalt spiegelt die grol3e
Flexibilitat und vielseitige Verwendbarkeit des neuen "Werkzeugs" Vektorraum wieder!

* Im Zweifelsfall kann man sich notfalls zunachst immer auf den arithmetischen Vektorraum
und stures Rechnen zuriickziehate sinnvollste Interpretation bzw. Nutzanwendung des
Ergebnisses Uberlegt man sich dann hinterher.

Zum Beispiel liefern die beiden verschiedenen Arten der geometrischen Vektoraddition

natdrlichimmerdasselbdzrgebnis, das man immer auch durch komponentenweise Addition

der beiden Zahlenpaare erhalt.

Beispiele
Wir betrachten zwei heuristische Beispiele zur Anwendung von Vektorgs.ifdie genauen
Einzelheiten werden im weiteren Verlauf des Semesters klar werden.

Beispiel 1:

Bei geometrischen Konstruktionen oder Herleitungen hat man es oft mit folgender Situation
zu tun: ausgehend von einem gegebenen Fugkht man langs einer gegebenen Gergden

zu einem Zielpunk:

-y

Dieser Vorgang

PunktplusVerschiebung— Zielpunkt
lasst sich invektorsprachédeschreiben als

Ortsvektomplusfreier Vektor— neuer Ortsvektor,
wobei der freie Vektor der sogenan/iehtungsvektoder Geraden ist. Man sieht also, dass
Ortsvektoren und freie Vektoren auch gemischt werden kénnen (und missen), um einen
bestimmten geometrischen Vorgang korrekt zu beschrdildlamche Lehrbtcher fuhren far
die Addition eines Ortsvektors und eines freien Vektors sogar ein spezielles Additionssymbol
ein. Das ist auf Dauer aber kaum durchzuhalten und auch eigentlich nicht nétig, wenn man die
anfanglichen Verstandnis-Schwierigkeiten erstmal Gberwundén hat.

Beispiel 2:

Die auf ein Segelboot wirkende Kraft ergibt sich aus Windrichtung und Windgeschikeitdig

Die Richtung dieser Kraft ist direkt die Windrichtung, fiir die Starke spielt auch die
Segelstellung noch eine Rolle. Die Fortbewegungsrichtung des Bootes ergibt sich dagegen aus
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der Ruderstellung. Je starker diese von der Windrichtung abweicht, desto weniger gut lasst
sich der Wind ausnutzen.

Das fuhrt zu einer Art Umkehrung der Vektoraddition: ein gegebener Vektor (Windkraft)
muss in eine Summe von zwei Vektoren mit vorgegebenen Richtungen zerlegt werden. Wir
werden spater sehen, wie man solébenponentererlegungnmit Mitteln der linearen Algebra
einfach durchfuhren kann. Damit lasst sich also berechnen, welcher Teil der wirkenden Kraft
tatsachlich in Vortrieb umgesetzt wird und welcher nutzlos bleibt (oder sogar stérend wirkt).

Beispiele fur allgemeine Vektorrdume

Der Vollstandigkeit halber sollen zumindest einige Beispiele allgemeinerer Vektorrdume kurz

erwdhnt werden:

* "Funktionenraume": Die Menge aller stetigen, reellwertigen Funktionen auf einem
abgeschlossenen Intervidl b] < R lassen sich aufaheliegend&Veise zu einemeellen
Vektorraum machen. Dageichegilt z. B. auch fur die Menge aller integrierbaren
Funktionemauf[a, b]. Diese Betrachtungsweise ist auch keineswegs nufaimale
Spielerei, sondern fuhrt dazu, dass alle Methoden und Resultate der linearen Algebra
plétzlich auch auf Problestellungen der Analysis angewandt werden kénnen!

* In der Informatik (speziell Codierungstheorie) spielen auch Vektorrdaume tber endlichen
Kdrpern eine wichtige Rolle. So kann man die Menge aller Byte® Bilgpelaus
Elementen voiGF(2) und damit als Vektorraum Ub&(2) betrachten, indem man die
linearen Operationen einfach komponentenweise definiert (analog zu den arithmetischen
Vektorraumen).

Die Lange eines Vektors

Bereits beim anschaulichen Vektorbegriff wakémgeundRichtungdie beiden weselithen
Merkmale eines Vektors. Féeelle Standard-Vektorrdume soll der Langenbegriff jetzt
prazisiert und quantifiziert werden.

Im R? liegt es nahe, den tblichen Langenbegriff der ebenen Geometrie zu benutzen. Nach dem
Satz des Pythagoras ergibt sich fiir eif@rts-)Vektor(x,y) die Lange,/x? +y? . Fir einen

Ortsvektor(x, y, 2) im R® erhélt man analog die Lange? +y? +z? (Pythagoras zweimal
anwenden). Das fuhrt zu folgender Definition:

Fur einen VektorX = (Xq, ...,Xn) € R" heifl3t

%] =+ 3

die Langeoder deBetragdesVektors X .
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Einfache Eigenschaften:
. | Y| =0 < X=0

o |exX| =lel| X

© [ xHy[<|x[+]Y]

Die beiden ersten Eigenschaften sind leicht nachzurechnen (fiir die zweite ist das-als Haus
aufgabe gestellt). Die dritte Eigenschatft ("Dreiecksungleichung™) lasst sich ebenfalls direkt aus
der Definition nachrechnen, was allerdings etwas mihsam ist. Anschaulich bedeutet sie nichts
anderes, als dass der direkte Weg zwischen zwei Punkten immer kirzer ist, als ein Umweg
Uber einen dritten Punkt. (Anders ausgedrickt: in einem Dreieck ist jede eiBedhkjeweils

kirzer als die beiden anderen zusammdsther der Name.)

Begriffsbildungen und Bezeichnungsweisen:

* Als Symbol wurden hier die gewohnten Betragsstriche benutzt, obwohl sich dahinter jetzt
eine kompliziertere Rechenvorschrift verbirgt. (FéelleZahlen bedeuten die Betrags
striche ja nur das Ignorieren des Vorzeichens, was allerdings dem Séomdedaler
obigen Formel entspricht.) Der Deutlichkeit halber werden bei Vektoren daher oft
doppelte Betragsstriche verwendet, dH K. || Statt "Betrag” oder "Lange" benutzt man
dann auch gern den allgemeineren Begriff der "Norm". Die oben definierte Lange wird
dann auch genauer als "Euklidische Norm" bezeichnet.

* Ein Vektor X € R" heiRt "normiert", Wen||1Y| =1 gilt. Normierte Vektoren werden auch
alsEinheitsvektoremezeichnet.

e FirX eR", X + 0 heiRt

£

derzugehorigeEinheitsvektor. De
eines Vektors

|

= X

Vorgang "Division durch die Lange" hgi@tmieren

Bei geometrischen urmghysikalischerAnwendungen kommt es héaufig vor, dass man sich nur
fur die Richtung eines Vektors interessiert, wahrend seine Lange eher unerheblich ist. In
diesen Féllen kann man dann von vornherein zu den entsprechenden Einheitsvektoren tber
gehen, was den Rechenaufwand oft erheblich reduziert.

Anmerkung zum Begriff déiNorm™:

Die angegebene Langendefinition funktioniert nuréiille Standardvektorraume. Far
allgemeine Vektorraume muss man zunachst tberlegen, wie ein sinnvoller Langenbegriff
Uberhaupt definiert werden kann. Dazu benutzt man genainal@en unter "Einfache
Eigenschaften" angegebenen Kriterien. Eine auf einem Vektorraum definierte reellwertige
Funktion heil3Norm wenn sie nunicht-negativeNerte annimmt und diese drei Bedingungen
erfullt. Ein Vektorraum, fiir den eine solche Norm definiert ist, heif3t normierter Vektorraum.
Zum Beispiel lassen sich auch fir einige der friiher erwéhnten "Funktionenraume” sinnvolle
Normen definieren, was diese Betrachtungsweise besonders fruchtbar macht.




